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Opticum, nomine Umhrce vulgo insigni-'
~si- tum, in eo consistere notum est, quod in medio quo-
dam illuminato spatia obveniant radiis luminis non collu-
strata, interposito scilicet Objectum lucidum inter atque
spatia ista corpore quodam opaco. Plerumque vero non
subito ad illustrata spatia ab obscuris sit transitus. Inter-
vallum nempe observamus in vicinia illorum clarescens,
in vicinia horum nigrescens; quod quidem numquam non
accidere videmus, cum Objectum lucidum apparente Iniget
Diametro. Neque dissicilis, est haec res' expjicatu. intelli-
gitnus scilicet aliquas spatii absoluti partes, quas ex uno
Objecti lucidi limbo emanantes radii assequi non possunt,
collustrari tamen posse iis, qui ab allero ejusdem limbo
exeunt, intervallum horce Penumbrce nomine vulgo venit.
Allatas nuper tam Umbros quam Penumhrae notiones ad
quaestiones Mathematicas duplicis indolis ansam facile prae-
bere in aprico est. Posito scilicet, qiiod ab Objecto im-
pediente data quaedam supersicies obumbretur, in naturam
linearum bae in supersicie Umbram atque Penumbram de-
terminantium inquiri potest, nec non quantitas etiam ipsa
luminis diversa Penumbrce puncta collustrantis investiganda
se osserre.
2$■ n.
Problematum horum universalium prius, generalissi-
me conceptum, enuntiari Ita potest.
si ab Objecto lucido, datae januae, emanans Tmrnen
Impedimentum offendat datae quoque figurae, supersiciesque
data sic insuscetur, aequationes invenire linearum Umbram
atque Penumbram in data ista supersicie definientium.
Cum lineae Istae quaesitae, quas brevitatis ergo Umbrae
atque Penumbrce nomine in sequentibus Insigniemus, non
nisi limites sint partium supersiciei datae nullam lucem re-
cipientium omnlnoque illuminatarum, cumque manisestum
etiam sit, planum quodeumque Objectum lucidum & Im-
pedimentum simul contingens, pro positione sua particu-
lari, limitem haberi partium spatii absoluti nullum aut
omne lumen ab Objecto isto emanans excipientium; con-
cludendum facile est, supersiciem, cujus intersectione cum
obumbrata Ista memoratae jam lineae Umbrae atque Pemurn-
brae ortum ducunt, eam necessario habendam esse, quam
citatum nuperrime planum continuis generare censendum
sit sui Ipsius intersectionibus, quando scilicet positionem
suam quomodocumque mutare illud supponitur, ea tamen
conditione, ut Objectum lucidam Impedimentumque sem—-
per simul contingat. Cum ex ipsa hujusce supersiciei ge-
neratione pateat, Isthanc earum esse generis, quas in pla-
num explicabiles (developpables) Geometra? appellant, ad
generalem sic eam pervenimus conclusionem. Lineas Urn-
bree atque Penumbrce nihil aliud revera habendas esse,
quam InierseEHones obumbratae supersiciei cum diversis ra-
mis supersiciei in planum explicabilis Objectum lucidum Im-
pedirnentumque simul contingentis.
Ex eodem hocce principio materiem quae Jam agitur
a Mathematicis jamdudurn tractatam deprehendimus, a Mon-
ge scilicet in Memoires des selectus Etrangers T. IX post-
3que eum a Lacroix in sine Tomi i:mi operis sui; Traiti
du Calcul Dijserenliel du Calcul Integrat. Horum vero
Geometrarum celeberrimorum hoc in ai'gumentum disqui-
sitiones supersiciem in planum explicabilem solam, ipsas
autem non lineas Vmbrce atque Penumhrce, spectant, bre-
viterque etiam nimium propositae nobis eae videntur hinc-
que eo carentes systemate, quo praesenti scientiae statui
convenienter tractanda haec, est materia. — Leves hosce
desectus pro modulo virium tollere, in sequentibus, quas
benigno Lectoris judicio modeste subjicimus, pagellis, pro-
positum nobis primum erit.
$• HI
In applicando ad casus speciales principio supra ex-
posito generali, primum quidem eos a se Invicem digno-
visse juvabit, qui ab Objecti lucidi atque Impedimenti di-
versa indole pendent.
Hypotheses sic. particulares sequentes se osserunt:
Imo Objectum Punctum , cum
a) Impedimento Linea
b) Impedimento supersicie.
lI;do Objectum Linea, cum
a) Impedimento Linea
b) Impedimento supersicie,
III ;tio Objectum supersicies, cura
a) Impedimento Linea
b) Impedimento supersicie,
Antequam vero asl singulos hosce sex casus contem-
plandos progredimur, apprime commodum videtur, primum,
utpote principia illorum tractandorum generalia, speciales
exhibuisse illas aequationes, quas Objecti atque Impedimenti
particularis secum sert natura, quarumque inter se combi-
nat,iones, pro quovis casuum propositorum, sponte dein
innotescent.
4Habeat bunc in sinem Objectum lucidum , quatenus
Punctum consideratum, coordinatas
a, b } c;
quatenus Linea, aequationes
y - J* l.
z = <$x i*
atque / quatenus supersicies, aequationem
= /(*> y)-
Habeat porro Impedimentum, quatenus Linea, aequationes
y' = sx' i.
z' — yx' s ’
si, quatenus supersicies, aequationem
2' = g(*', y).
supersiciei Obumbratce aequatio sit
z" = F(x", y" J.
Planum, Objectum lucidum &s Impedimentum semper
simul contingens, sicque explicabilem illam generans su-
persiciem, aequatione tandem definiatur
Z = pX si- qY -4- r.
Brevitatis quoqne caussa ponatur:
dsx _ dtp* d/Yx, y)






- %\x 'i y')-
5Quia omnes jam sex casus in eo conveniunt, quosl iri
slatam supersiciem, plano generanti obviam, umbra num-
quam non projiciatur, primum singulis eorum communes
habemus aequationes:
z" - F(x",y") : : : i),
z" = px" qy" r ...2).
Cum porro ipsae p, q, r, quae in genere Constantes
designant ,plani quod agitur data in positione, sunctiones
necessario habendae sint variabilis cujusdam positionem
istam particulariter determinantis, e. c. unias coordinata-
rum puncti contactus plani atque Impedimenti, v. g. ipsius
x'; e nota supersiciem continuis generatam intersectionibus
alius dati generis determinandi methodo, manisestum omni-
no est, supersiciem, cujus determinatio jam agitur,
cabilem, cujusque generatrix ipsum planum est mobile,
definitum iri instituta eliminatione pararaetri ipsius x' aequa-
tionem inter (2) ejusdemque Disserenlialem primi ordinis,
parametro tantum ut variabili assumpta. Communem hinc
singulis casibus obtinemus adhuc aequationem;
dp , Aq dr
°=* s? +rd? + *)•
Ceterae, quae In casu quovis speciali adjicienda; sunt
aequationes, ab Objecti & Impedimenti diversa natura pen-
dent sequentesque habentur:
Cum Objectum lucidum uti PunBum considerator, pla-
num supersiciem explicabilem generans id sernper transi-
bit, unde hoc in casu aequatio prodibit:
c- pa +r. . . . 4).
6Cum Objectum autem data in spatio Linea ponitur,
primum habebimus aequationes
y= sx ...5),
,z = . . . 6).
Hisque duae adhuc accedunt, ista ex consideratione,
quod Objecto planum quod agitur occurrere debeat, ista-
que quod occursum hunrce contingendo fieri oporteat.
Praebet illa aequationem
2=px + qy -s r . : .* 7);
haec, \i notae theoriae Contactus Linearum in spatio su-
persicierumque, aequationem
q>'x - p -J- qsx ...8).
Objectum lucidum tertio utpote data supersicies consi-
derandum est, quo in casu primum aequationem habebimus
2 = /(*, y) ...9);
buicque, considerationibus adbibitis nuper plane similibus,
ulterius accedentes
z- px -j- qy -s* r 7 . . 10),
p - /'(*> y) • • • n),
q = /<(»> y) ... 12).
Impedimentum demum aut Linea statui potest aut
supersicies
Illo in casu, ut nuperrime respectu Objecti lucidi ob-
aeratum est, praeter datas
y' = g*' . . : i5},
2' s y*' .• . . i4)j
7obtinebuntur adhuc
z' - px' -s- qy' -s- r 7 7 i5),
y'x' = p -s- ?g' x' . • • 16),
In hoc, praeser datam
z ' = g (*'. y') . • . 17)»
ipsae
z' = px' -s- qy' -s- r . . . 18),
p - g'(*', y) ■ • • 19)»
9 - y ) ••• 20).
$. iv.
Cum, per allata hactenus, datae in genere habeantur
aequa!Iones cardinales cuique convenientes hypotbesi respe-
ctu Objecti lucidi atque Impedimenti assumptae, tractatio
universalis singulorum qui aguntur sex casuum in debita
tantummodo consistit harum aequationum combinatione
nullisque obnoxia est dissicultatibus. sufficiat igitur nobis,
pro quolibet eorum Ipsa tantum Indicasse resultata, quae
sequentia sunt.
In casu I. a habemus
*)> 2 )> l5)> l4 )> l5 )> l6)i
quae aequationes sunt numero octo novem inter quantitates
P> 9, V, x', y\ z', x", y", z",
e quibus eliminari possunt ipsae
P, 9; r, x s, z',
sicque restabunt duae aequationes inter
x", y”, z",
quibus lines Umbrae atque Penumbrce definientur.
8In casu I, b habebimus
1), 2), 3), 4), 17), 18), 19), 20);
itidem octo aequationes easdem inter memoratas novem
quantltetes.
Pro casu II, a valebunt
x), 2), .3), 4), 5), 6), 7 ), 8), i3), i4), i5), 16);
quae undecim sunt aequationes duodecim inter
P> q, r, x, y, 2, x', yz', x\ y", z”,
ande eliminatione facta ipsarum
p> <h r> x > y> z> x'> y‘> z *
duas etiam tandem obtinebimus aequationes inter
x”, y", z".
In casu II, b citandae sunt
1), 2), 3), 4), 5), 6), 7), 8), 17) 18), 19) 20);
itidem undecim duodecim inter easdem quantitates
In casu III, a
1), 2), 3), 9), 10), 11), 12), i3), i4), i5), 16);
«?C denique;
In casu IIIj b
i), 2), 3), 9), 10), Ii), 12), 17), 18), 19), ao).
